Determinante

Determinanta se kao pojam uvodi na sledec¢i nac¢in (Lajbnicova formula):

An = Z (_1)0(7r) A17(1)027(2) * * * Anx(n),

TESn

gde je S, = {1,2,...,n}; 7 je permutacija, tj. bijekcija skupa S, na samog
sebe; suma je po svim 7 € S, njih ima n!; o (7) je ukupan broj inverzija
(izmena prirodnog poretka elemenata) permutacije 7.

Za zapisivanje determinati koristimo Sematski prikaz

11 Q12 - Aip
Q21 Q22 -+ Agp
Gp1 QAp2  **  App

Na primer, neka je S5 = {1,2,3}. Tada postoji 3! = 6 permutacija ovog

skupa:
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Za svaku permutaciju m;, i = 1,2,...,6 potrebno je odrediti broj o(m;):

= 1; 1;
o(m) = 2 0( )=2, 0’( )=3

Odatle je
— (=1)° — ;
T ( ) (11022033 = (A11022033;
— (=1)! = ;
U’ ( ) (11023032 = —Q11023032;
— (=) — ;
73 ( ) 12021033 = —Q12021A33;
— (1) = :
T4 ( ) (12023031 = (A12023031;
— (=1)? = ;
s ( ) (13021032 = (A13021G32;
1)° =
e +—— (—1)" ai3a20a31 = —a13a22a31.
Dakle, dobijamo
11 Qa2 Q13
As = az a2 a3

a31 32 a3s3

= Q11022033 + Q12023031 + G13021A32 — (13022031 — (11023032 — (12021 033.

Posebno je
Ay = ’an’ = aii;
A, — aix Qi |
2 = = a11aQ22 — A21G12-
21 Qa22

Determinante treceg reda mogu se rac¢unati i pomocéu Sarusovog pravila:

Iza trec¢e kolone polazne determinante treceg reda dopisu se prva i druga
kolona, pa se izmnoze elementi na "silaznim" dijagonalama ~, i dobijeni
rezultati saberu. Od toga se oduzme zbir proizvoda elemenata po "uzlaznim"
dijagonalama .

Dakle, vazi sledece:



N

KK
KN

=11022033 + 12023031 + Q13021032 — (A13G22031 + 11023032 + A12021G33).

Napomenimo da:

(i) Sarusovo pravilo ne vazi za determinante reda n > 3;

(ii) Lajbnicova formula je neprakti¢na za izra¢unavanje determinati kada
je n veliko.

Pravila za rad sa determinantama

1. Ako su u determinanti A dve vrste (kolone) jednake, onda je A = 0;

2. Ako su u determinanti A dve vrste (kolone) proporcionalne, onda je
A =0;

3. Zamenom mesta dve vrste (kolone), determinanta menja znak, tj. A =

A/

4. Determinantu mnozimo brojem « tako $to samo elemente jedne vrste
(kolone) pomnozimo sa «;

5. Determinanta se ne menja ako se elementima jedne vrste (kolone) do-
daju elementi neke druge vrste (kolone) pomnoZeni brojem « (u oznaci

a- VitV — V)

6. Ako elemente i-te vrste (kolone) pomnoZene sa o dodamo elementima
j-te vrste (kolone) pomnozenim sa  (u oznaci - V; + - V; — V),
tada je A = %A';

7. Determinanta se ne menja ukoliko vrste zamene mesta sa odgovara-
juéim kolonama.



8. Ako su elementi i-te vrste oblika a;; = aj; + @}, (j = 1,2,...,n), tada

je A = A"+ A" gde su determinante A’ i A” determinante dobijene

iz A zamenom elemenata a;; sa a}; i a,

J -

Algebarski kofaktor ili algebarski komplement elementa a;; je izraz
Ay = (=)™ Ay,

gde je A;j determinanta dobijena iz determinante A izostavljanjem i-te vrste
i j-te kolone.

Na osnovu Laplasove teoreme, determinanta n-tog reda A jednaka je zbiru
proizvoda elemenata proizvoljne vrste (kolone) i njima odgovarajucih kofak-
tora, tj. A se moze predstaviti na slede¢i nacin

A:Zaiinj7 (Z: 1,2,...,71),
j=1

odnosno

A:Zaiinj7 (j: 1,2,...,n).
=1

Zadatak 0.1. Izracunati sledece determinante:

9 3 1 2 —1 1 0 —
a) ‘1 O‘ b) |3 1 4 c) 2 -1 1
2 —1 3 3 2 1
Resenje. Vaizi sledece:
a)
2 3
A—‘l 0'—2-0—1-3——3
1 2 -1
b)A=|3 1 4|=10
2 —1 3
1 0 —1
OA=|2 -1 1]|=-10 O



Zadatak 0.2. Izracunati determinantu cetvrtog reda

31 11
1 311
A_1131
1 113

Resenje. U ovom zadatku, razvijajuc¢i datu determinantu cetvrtog reda po
prvoj vrsti, problem njenog izracunavanja se svodi na izra¢unavanje deter-
minanti tre¢eg reda, odnosno imamo da je

31 11

L3 11 31 1 111
A= =3 (-1 3 1|+1-(-D"|1 3 1
1131 113 113
111 3
1 31 1 31
+1-(=D)" 1 1 1| +1-(=D" 11 3| = 64
113 11 1
O
Zadatak 0.3. Izracunati determinante:
1 12 2012 12 1 -1 1 —1
) 1 11 2013 13 b) 2 1 2 1
411 12 0 —1 3 1 0 2
1 12 2012 13 4 0 1 3

Resenje. a) Vrednost determinante se ne menja ako se elementima jedne
njene vrste (kolone) dodaju odgovarajuéi elementi druge vrste (kolone) pre-
thodno pomnozeni nekim brojem, zbog toga ¢emo prvu vrstu pomnoziti sa
—1 1 dodati drugoj, tre¢oj i ¢etvrtoj vrsti. Time dobijamo determinantu
¢iji su elementi ispod glavne dijagonale jednaki nuli, a vrednost takve de-
terminante jednaka je proizvodu elemenata na glavnoj dijagonali. Dakle,
dobijamo da je

1 12 2012 12 1 12 2012 12
1 11 2013 13 0 —1 1 13
1 12 0 -1 |0 o —2012 —1]|= 2012
1 12 2012 13 0 0 0 1



b) Neka je

W N
O =
— O N =
W N = =

Najpre ¢emo vrste zameniti sa kolonama ne menjajuéi njihov poredak, pri
tom se vrednost determinante ne menja, odnosno

1 2 3 4

-1 110

A= 1 2 01
-1 1 2 3

Potom ¢emo prvu vrstu sabrati, redom, sa drugom i ¢etvrtom vrstom, a
takode prvu vrstu pomnozenu sa —1 dodac¢emo trec¢oj vrsti. Time dobijamo
da je

12 3 4
03 4 4
A= 00 -3 -3
03 5 7

12 3 4
03 4 4
A= 00 -3 -3
o0 1 3

Ako dve vrste zamene mesta, determinanta menja znak, pa ako izvrsimo
zamenu mesta trece i ¢etvrte vrste dobi¢emo da je

3 4
4 4
A=- 1 3

-3

-3

O O W

1
0
0
0

Sada ¢emo Cetvrtoj vrsti dodadi tre¢u vrstu pomnozenu sa 3, i na taj nacin
dobi¢emo determinantu ¢iji su svi elementi ispod glavne dijagonale jednaki



nuli, pa je vrednost te determinante jednaka proizvodu elemenata na dijago-
nali, odnosno vazi

1 2 3 4
0 3 4 4
A= — 00 1 3 = —18.
0006
O]
Zadatak 0.4. Izracunati determinante:

-2 5 0 —1 3 21 111
1 0 3 7 =2 1 3111
a) 3 —1 0 5 =5 by |1 1 4 11
2 6 —4 1 2 1 1151
0 -3 -1 2 3 1 1116

Resenje. Ako su elementima j-te vrste (ili kolone) dodati odgovarjuéi ele-
menti i-te vrste (ili kolone) prethodno pomnoZeni brojem «, koristi¢emo
oznaku aV; +V; — V; (ii aK; + K; — K;). Takode, ako vrste V; i
V; (odnosno kolone K; i K;) menjaju mesta, korisicemo oznaku V; < V;
(odnosno K; <+ K;).
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SO = O

—13
26
36

el e )
e

5 0 -1 3
0o 3 7 =2 V5 1 Vy — Vi
A B AR VA
6 —4 1 2 ST AT
-3 -1 2 3
5 0 -1 3
-9 0 13 7
-1 0 5 =5 Razvoj po koloni K3
18 0 —7 —10
-3 -1 2 3
D menon
18 —7 —10 —2Vo+Vy =V
—-13 25 17
-9 13 7 ) :
2% —34 —9 Razvoj po koloni K3
36 —33 —24
25 17
—34 —26 | = —1032
—-33 —24
1 11
1 11
4 1 1 -Vi+V,—=V, i=23,4,5
1 51
116
1 111
2000
0300 Razvoj po vrsti Vj
0040
0005




1111 2 1 11
_ 2000 L5 -1 2 00
o 0300 -1 0 3 0
00 40 -1 0 0 4
2 00 -1 2 0 2 11
=—|/0 3 0|+5-{] -1 0 3|+20-| -1 2 0]|=39%
0 0 4 -1 0 0 -1 0 3
]
Zadatak 0.5. Izracunati determinante:
1 a a® 1 a a a b 1
a) |1 b b by |1 b c) |1 ab 1
1 ¢ 2 1 ¢ ¢ 1 b a

Resenje. a) Drugoj i trecoj vrsti determinante A dodacemo prvu vrstu
pomnozenu sa —1, odnosno —V; + V; — V;, za © = 2, 3. Na taj nacin dobija
se

1 a a? 1 a a?
A=1 b V*|=|0 b—a b —ad°
1 ¢ ¢ 0 c—a Z—a?

Razvijaju¢i datu determinantu po koloni K7, dobiée se determinanta drugog
reda kod koje se iz prve vrste moze izdvojiti zajednicki ¢inilac (b — a), dok
se iz druge vrste moZe izdvojiti ¢inilac (¢ — a), pa je

b—a b*—a?

cC—a CQ—GQ

1 b+a

A= 1l c+a

=({b—-a)(c—a) =((b—-a)(c—a)(c—Db).

b) Sli¢no kao u primeru a) imamo da je

1 a a 1 a a’
A=1 b ¥ |=|0 b—a b¥—-0a°
1 ¢ &3 0 c—a A—a°
1 a®+ab+b? 1 a® + ab + b?

:(b—a)(c—a) 1 a2+ ac+ 2 =(b—a)(c—a) 0 ac—ab+ 2 — b
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1 a’+ab+v?
=10 (c—b)(atb+o) =((b—a)(c—a)lc=b)(a+b+c).

c) Najpre ¢emo iz druge kolone izdvojiti ¢inilac b, a potom ¢emo izvrsiti
transformaciju K7+ Ko+ K3 — K. Na taj nacin, svaki element prve kolone
bi¢e a + 2, pa ¢emo i a + 2 izdvojiti ispred determinante.

a b1 a 1 1 a+2 1 1 1 11
1 ab 1 |=b|1 a 1|=bla+2 a 1 |=ba+2)|1 a 1
1 b a 11 a a+2 1 a 11 a
1 1 1
=bla+2)| 0 a—1 0 | =bla+2)(a—1)>
0 0 a—-1

Zadatak 0.6. Izracunati determinantu:

(a +b)? c? c?
A=| & (b+o)?® a
b2 ¥ (c+a)

Resenje. Primenjujuéi transformaciju —K; + Ky — Ky, —K; + K3 — Kj,
dobi¢emo da je

(a+b)? —(a+b)® &—(a+b)?
A= a? (b+c)” — a? 0
v? 0 (c+a)® — b?
Iz druge i trec¢e kolone mozemo izdvojiti faktor a + b + ¢, pa je
(a+b)° ¢c—a—b c—a—b
A=(a+b+c) a? b+c—a 0
b? 0 c+a—>b
Dalje, oduzimajucéi drugu i tre¢u vrstu od prve, tj. Vi —Vo—V3 — Vi, imamo
da je

2ab —2b —2a
A=(a+b+c)’| a®> b+c—a 0 = 2abc(a +b+c)*.
b? 0 c+a—>
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Zadatak 0.7. Dokazati da je:

:%(G+b+0) [(@=b)*+(b=0)*+ (c—a)?].

St Q
o o
SIS

Resenje. Neka je

>

[
>~ 0o 2
SUE~JIRSY
L O

Tada je

A=a*+ b+ — 3abe
= a® + 3a’b + 3ab® + b* + ¢ — 3a°b — 3ab® — 3abc
= (a+b)* +c* —3abla+b+c)
= (a+b+c)(a+b)*— (a+b)c+c?]—3abla+b+c)
=(a+b+c)(a®*+b*+ & —ab—bc— ac)

(a+b+c)(a® —2ab+ b* + b* — 2bc + & + ¢ — 2ac + a?)

1
2
%(a+b+0) [(a=0)?+ (=)’ +(c—a)?].

Zadatak 0.8. Izracunati determinante:

z oz
2 o 1 -3
a) |22 1 2z |, gdejez=—5+1i%,
z 221
1 1
b) |1 2 22|, gdejez= e,
1 22 z
z —z 0
c) |0 22 —1 |, ako 2z zadovoljava jednacinu z° = 1.
1 z 241
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Resenje. a) Kompleksan broj z = —% + @‘/75 predstavi¢éemo u eksponenci-

jalnom obliku z = ¢/%, pa je

1z 22
A=|221 2z |=1-22420=(1-2%2
z 221
to je
A — (1 . (61'%7’)3)2 _ (1 61'27r>2 -0
b) Kako je
1 1 1
1 z 22 |=—-2"432-22,
1 22
toiz z = €5 = e . ¢'5 = —e'5, dobijamo da je z* = e'5 = —¢'5 i da je
- 27 . s -
22 =¢€"3 =™ e = —e '3, paje

A =¢'5 — 378 +26F = 3(e'F — e = 6i sing = i3V/3.

c) Jednacina z° = 1 ekvivalentna je sa (z — 1)(z? + 23 + 22 + 2+ 1) = 0, tj.

ckvivalentna je sa z = 1 ili 2* + 23 + 22 + 2 = —1. Kako je
z —z 0

A=|0 22 —1|=z'4+22+22+42
1 z 2z+1

to mozemo zakljuciti da je A = 4, ako je z = 1, a da je u svim ostalim
slucajevima A = —1. m

Zadatak 0.9. Odrediti sve kompleksne brojeve z koji zadovoljavaju jed-
nacinu:

s48 1 -1 7
2 —1 z Z+3 . 10
SR I O S el Gk

9 1 -1 7
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Resenje. Najpre ¢emo izracunati vrednost determinante

z+8 1 -1 7 z—1 0 0 0
B 2 —1 z z+3 | 2 —1 z z+3
z+1 2—2 1 41 | z+1 z-2 1 4
9 1 -1 7 9 1 -1 7
-1 z z+3 z—1 z 8z+3
=(z—-1)|2z—-2 1 41=>=-1)|z-1 1 11
1 -1 7 0 —1 0
_ z—1 8z+3 . Y
- (Z_1> 21 11 - 8(Z 1) )

pa dobijamo da je pocetna jednacina ekvivalentna sa
—256(z — 1)% = (1 414)'°.
Sa druge strane imamo da je
(i + 1)10 _ (\/iez%)lo _ 95T gbgim | if 32i,

pa je data jednacina ekvivalentna sa

7
1) =—=
(-1 =,
tj.,
1 =
z=1+4 —%:1 536_25
Dalje je
1 2kn—TF 1 T—T
=1+--€e 3 =142 % , k=012,
odnosno
V3 i V3 i
20 + 4 4, 21 +2, z9 4 4
O]
Zadatak 0.10. Izracunati vrednost determinante:
a B v
A=y a B |,
B v o«

ako su «, 3,7 koreni jednacine z*> + pz +q =0, (p,q € C).
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Resenje. Primenjujuéi transformaciju K; + Ky + K3 — Ky, dobijamo da je

a f v at+f+y B 7 LG5 v
A=y a Bl=la+tf+ty a B|=(@+B+7)|1 a B
B v « a+B+y v « 1 v «

Koristicemo uopstene Vijetove formule: Ako su z1, 25 i z3 koreni jednacine
az® +b2% +cz+d =0, onda je

21+22+23:—

2129 + 2923 + 2321 =

Y

Qo

R1%223 = —

Sada mozemo zakljuciti da za datu jednacinu 23 + pz + ¢ = 0 i njene korene
a, 3,7, vazi
at+f+~v=0,

paje A =0. m

Zadatak 0.11. Izracunati vrednost determinante:

1 1 1 11
1 0 1 11

A, — 1 1 0 11
1 1 1 01
1 1 1 1

Resenje. Ako prvu vrstu prepiSemo, a na ostale vrste primenimo transfor-
maciju =V, +V; — V;, (i = 2,...,n), dobi¢emo da je

111 11
0 —1 0 0 0

A0 0 Sl 00
0 0 0 -1 0
0 0 0 0 -1
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Zadatak 0.12. Izracunati vrednost determinante:

z 1
1 =z
A, = 1 1
1 1
1 1

—= 8

8

Resenje. Ako na mesto prve kolone pisemo zbir svih kolona, tj. ako pri-

menimo transformaciju K; + Ko + - - -

r+n—1
r+n—1
A, — r+n—1
r+n—1
r+n—1

+ K,, — K, dobi¢emo da je

1
x
1

1

1

1
x
x

1
1

1
1
1

x
1

1
1
1

1
x

Kako su svi elementi prve kolone jednaki, to izdrvajanjem faktora (x+n—1),

dobijamo da je

A,=(x+n-1)

1 1
1 1
1 1
rx 1
1 =z

Dalje, za © = 2,3, ...n moémo izvrsiti transformaciju —V; +V; — V;, ¢ime

se dobija da je

1 1
0 -1
A,=(x+n-1) 00
0 0
0 0

z—1

0

e}

0

r—1

Uzastopnim razvijanjem ove determinante po prvoj koloni dobija se da je

Ap=(x—-1)""(z+n-1).
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Zadatak 0.13. Izracunati:

a+p
1 o
0
0

0

af 0
+6  ap
1 a—+f
0 1
0 .

0
0

af
a+

0

Resenje. Razvijajuc¢i A,, po prvoj koloni dobijamo

a+8  apf 0 0
1 a+p  af 0
A, = (a+5) 0 1 a+f 0
0 O 0 a+p |
af 0 0
1 a+p5 af
—1 0 1 a+p
0 0 0
a+p  af 0 0
1 a+p  af 0
A,=(a+p)| O 1 a+p 0
0 0 0 atf|
a+p  af
o 1 a+p
0 0

Odavde dobijamo rekurentnu formulu

An - (CY + 6) An—l + aﬁAn—Q-

o O OO

a+p
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Nizu {A,} mozemo pridruziti karakteristi¢nu jednac¢inu

M —(a+B)A+aB =0,

¢ija su reSenja A\; = a i Ay = 3. Opste reSenje dato je sa

A, = AN+ B\,
A, = A-a"+B- 8",

gde se konstante A i B odredjuju iz jednacina

Ay = Aa+Bp=a+ 0,
Ay = A’ +BpB*=a*+aB + 2
OdavdejeA:ﬁiB:—%,paje

n+1l _ Aan+l
o s

A, =
a—f3
]
Zadatak 0.14. Izracunati:

5 6 0 0 0 00

4 5 2 00 00

01 3 20 0 0
A,=10 0 1 3 2 0 0

@]
]
@]
@]
o
w
[\

=}
=}
=}
@}
o
—
w

Resenje. Razviéemo A, po prvoj koloni

5200 .. 00 6 000 ..00
1 320 .00 1320 ..00
A5 013200 10132 .00
0000 .32 0000 .32
0000 .. 13| 0000 .. 13|
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Ako u prvoj od prethodne dve determinante izvr§imo razvoj po prvoj koloni,
a u drugoj determinanti razvoj po prvoj vrsti dobi¢emo

320 .00 200 .. 00
132 .00 132 .00
A, =25 ~5-
000 .32 000 .32
000 .. 13|, 000 .. 13|,
320 .00
132 .00
—24 .

o]
]
@]
w
[\

n—2

3 2 )
1 3 2 00 32 . 000
Bn = 1079 ¢ 3 2
000 .. 3 2 00 1 3
000 1 3] n—3
Dakle,
An =D, _»—10D,_3
gde je
320 ..00
132 ..00
D, = 013 ..00

Sada ¢emo izra¢unati vrednost determinante D,,. Razvijajué¢i D,, po elemen-
tima prve kolone dolazimo do rekurentne formule

Dn - 3Dn71 - ZDn,Q.
Nizu D,, pridruzujemo karakteristi¢nu jednacinu

AN —3\+2=0,
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Cija su reSenja
AM=1, A=2.
Dakle, opste resenje dato je u obliku
D,=A+B-2".
Iz pocetnih uslova Dy =31 Dy = 7, dobijamo da je A= —11 B =2, pa je
D, =2""—1.

Iz ovoga imamo da je
A, =9 — 2"t



